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Resum Com e´s ben sabut, un graf no dirigit e´s un objecte matema`tic que modelitza
l’existe`ncia d’una certa relacio´ entre parells d’elements d’un conjunt donat. Aleshores, no
e´s gaire sorprenent que, al comenc¸ament, molts dels resultats sobre grafs fessin refere`ncia a
relacions entre persones o grups de persones. En aquest article, comentem quatre resultats
d’aquest tipus, els quals estan relacionats amb diverses teories generals de grafs i les seves
aplicacions: el lema de les encaixades de mans (relacionat amb la coloracio´ de grafs i
l’a`lgebra booleana), un lema sobre els coneguts i desconeguts en una festa (relacionat
amb la teoria de Ramsey), un lema sobre els amics en comu´ (relacionat amb la dista`ncia-
regularitat i la teoria de codis) i el teorema de les noces de Hall (relacionat amb la
connectivitat de les xarxes).
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1 Introduccio´
Un graf G = (V,E) e´s una estructura matema`tica que consisteix en un conjunt de
ve`rtexs V i un conjunt d’arestes o branques E (o parells no-ordenats de ve`rtexs).
Normalment, cada ve`rtex v ∈ V esta` representat per un punt i cada aresta uv per
una l´ınia que uneix els ve`rtexs u i v. La teoria de grafs esta` molt relacionada amb
la combinato`ria, la qual e´s la part de les matema`tiques que tracta de les estructures
discretes. En particular, la teoria de grafs e´s u´til per estudiar qualsevol sistema amb
una certa relacio´ entre parelles d’elements, cosa que do´na una relacio´ bina`ria. Per
tant, e´s normal que molts dels problemes i resultats originalment fessin refere`ncia
a relacions entre persones. Per exemple, un dels resultats me´s simples e´s el lema de
l’encaixada de mans: En una festa, un nombre parell de persones fan un nombre
senar d’encaixades de mans. Tambe´ hi ha l’anomenat teorema de l’amistat: En una
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festa, si cada parell de persones te´ exactament un amic en comu´, aleshores hi ha
algu´ que e´s amic de tothom. La primera demostracio´ d’aquest teorema, i la me´s
famosa, e´s de Paul Erdo˝s (amb Alfred Re´nyi i Vera So´s), un matema`tic hongare`s,
probablement el me´s prol´ıfic del segle XX, a qui, com a Euler, li agradava fer
sente`ncies com “A mathematician is a device for turning coffee into theorems”
(Un matema`tic e´s un dispositiu que transforma cafe` en teoremes) o “Another
roof, another proof ” (Un altre sostre, una altra demostracio´). En la segona,
mostrava la gran capacitat i predisposicio´ que tenia per col.laborar amb altres
matema`tics de tot el mo´n.
Es considera que el primer article en teoria de grafs es va publicar el 1736. El seu
autor e´s el gran matema`tic su´ıs Leonhard Euler, de qui es diu que escrivia articles en
la mitja hora entre el primer i el segon av´ıs per dinar. Aquest primer article e´s sobre
un camı´ a trave´s dels ponts de Ko¨nigsberg; vegeu Euler [9]. Aquesta ciutat era la
capital de Pru´ssia Oriental, on va ne´ixer Immanuel Kant, i que avui correspon a la
ciutat russa de Kaliningrad. El problema dels ponts de Ko¨nigsberg esta` relacionat
amb el trencaclosques de dibuixar una figura sense aixecar el llapis del paper i
sense passar dos cops pel mateix lloc. En el problema original, es demanava si era
possible caminar per la ciutat creuant cadascun dels ponts nome´s una vegada.
Un altre dels problemes me´s famosos en teoria de grafs, que K. Appel i W.
Haken [2] (en col.laboracio´ amb J. Kock) no van resoldre fins el 1976, e´s el teorema
dels quatre colors (T4C), el qual afirma que els pa¨ısos d’un mapa dibuixat en un
pla es poden acolorir amb quatre colors, de manera que pa¨ısos amb una frontera
comu´ (diferent d’un punt) tinguin colors diferents.
Com ja hem dit, la teoria de grafs s’utilitza per estudiar diferents relacions.
Un primer exemple pot ser un circuit ele`ctric, amb tots els seus components i les
seves connexions. En sistemes de telecomunicacions, la teoria de grafs contribueix
a modelitzar, dissenyar i estudiar les xarxes d’interconnexio´ o comunicacio´. Per
exemple, les xarxes d’interconnexio´ s’utilitzen en sistemes de multiprocessadors, on
algunes unitats tenen la tasca d’intercanviar-se la informacio´ i en xarxes locals, amb
diferents ordinadors situats a prop els uns dels altres comunicant-se a gran velocitat.
Pel que fa a les xarxes de comunicacions, actualment l’exemple me´s important e´s
Internet, que permet la comunicacio´ i l’intercanvi de dades entre ordinadors de tot
el mo´n. De fet, estem experimentant una revolucio´ de les comunicacions, de manera
que podem dir que estem ‘teixint’ la xarxa de comunicacions.
Per a me´s detalls sobre notacio´, conceptes ba`sics i la histo`ria de la teoria de
grafs, vegeu, per exemple, Harary [23] i Biggs, Lloyd i Wilson [4].
2 Encaixades de mans: coloracions i a`lgebra booleana
Comencem amb un dels resultats me´s simples sobre grafs, el qual afirma que la
suma dels graus del conjunt de ve`rtexs V d’un graf G = (V,E) e´s igual al doble
del nombre d’arestes E: ∑
u∈V
δ(u) = 2|E|, (1)
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Figura 1: Els grafs dels cinc so`lids plato`nics.
on δ(u) e´s el nombre de ve`rtexs adjacents al ve`rtex u, normalment anomenat grau
o vale`ncia. Malgrat que aquest resultat de paritat e´s aparentment trivial, te´ alguns
corol.laris interessants, com els segu¨ents:
(a) Tot graf te´ un nombre parell de ve`rtexs amb grau senar.
Aquest e´s l’anomenat lema de les encaixades de mans, perque` es pot enunciar
de la manera segu¨ent: En una festa, el nombre de persones que encaixen un
nombre senar de mans e´s sempre parell.
(b) Tot graf δ-regular (e´s a dir, que tots els seus ve`rtexs tenen grau δ), amb δ
senar, te´ un nombre parell de ve`rtexs.
(c) En un graf planar amb coll g (e´s a dir, que la longitud del cicle me´s curt e´s
g) i nombre d’arestes |E| es compleix que
|E| ≤
g(|V | − 2)
g − 2
. (2)
Per demostrar (c) necessitem la famosa fo´rmula d’Euler [10] publicada entre
1752 i 1753, pero` que va ser observada per Descartes el 1640, la qual afirma que en
un graf planar amb n = |V | ve`rtexs, m = |E| arestes i r = |R| regions, es compleix
que
r + n = m+ 2. (3)
En aquesta fo´rmula, el nombre de regions inclou la regio´ exterior (e´s a dir, el
‘mar’, si tenim un mapa o si el graf esta` sobre una esfera). Per exemple, els grafs
dels so`lids plato`nics, il.lustrats a la figura 1, compleixen la fo´rmula d’Euler. De fet,
aquesta fo´rmula do´na condicions necessa`ries per a l’existe`ncia d’aquests pol´ıedres
regulars (vegeu Rademacher i Toeplitz [29]). En el nostre cas, la demostracio´ es
com segueix: com que cada aresta e´s la frontera de dues regions i cada regio´ te´
almenys g arestes, s’ha de complir que r ≤ 2m/g. Utilitzant aquesta desigualtat i
l’equacio´ (3), obtenim (2).
Tornant a la fo´rmula d’Euler, es pot interpretar el nombre r de regions com la
cardinalitat del conjunt de ve`rtexs V ∗ del graf dual G∗. Donat un graf planar G
amb |V | ve`rtexs i |E| arestes formant regions, el seu graf dual G∗ te´ ve`rtexs que
representen les regions de G i hi ha una aresta entre dos ve`rtexs si les corresponents
regions de G so´n ve¨ınes.
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Figura 2: L’arbre generador (arestes negres) del graf d’un cub (arestes cont´ınues i ve`rtexs
negres) i el seu dual (arestes discont´ınues i ve`rtexs blancs).
Aquesta interpretacio´ do´na una fo´rmula me´s sime`trica:
(|V ∗| − 1) + (|V | − 1) = |E|, (4)
la qual es pot demostrar sense utilitzar induccio´, identificant els dos pare`ntesis de
l’equacio´ (4) com el nombre d’arestes de dos arbres generadors T ∗ i T de G∗ i G,
respectivament (un arbre generador d’un graf esta` format per tots els ve`rtexs del
graf i totes les arestes possible sense que es formin cicles). Aixo` esta` representat a
la figura 2, on les arestes negres i cont´ınues de G (el graf d’un cub) pertanyen a T ,
mentre que les arestes negres discont´ınues de G corresponen a les arestes de T ∗ en
G∗ (el graf d’un octa`edre). Per a me´s detalls, vegeu Aigner i Ziegler [1].
Com un cas particular del corol.lari (c), tenim el resultat segu¨ent:
En un graf planar el nombre d’arestes satisfa` m ≤ 3n − 6 i, si no conte´
triangles, aleshores satisfa` m ≤ 2n− 4.
De la primera desigualtat, podem veure que el graf complet K5 (n = 5,m = 10) no
e´s planar. De forma similar en la segona desigualtat, veiem que passa el mateix per
al graf bipartit complet K3,3 (n = 6,m = 9). Vegeu tots dos grafs a la figura 3. A
me´s, de l’equacio´ (1) i de la primera desigualtat, podem demostrar que qualsevol
graf planar conte´ un ve`rtex u de grau δ(u) ≤ 5. De fet, si ni denota el nombre de
ve`rtexs de grau i ∈ N, aleshores de l’equacio´ (1) tenim que
2m = n1 + 2n2 + 3n3 + · · · ≤ 2(3n− 6) = 6n1 + 6n2 + 6n3 + · · · − 12,
d’on
5n1 + 4n2 + 3n3 + 2n4 + n5 − n7 − 2n8 − · · · = 12,
de manera que ni ≥ 0 per a algun i ≤ 5, com afirma`vem.
Aquest darrer resultat ens permet demostrar, per induccio´, el teorema dels cinc
colors (T5C), el qual va ser demostrat per primera vegada per Heawood [24]:
Cinc colors so´n suficients per a una ve`rtex-coloracio´ d’un graf planar.
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Figura 3: El graf complet K5 i el graf bipartit complet K3,3.
Recordem que, en una ve`rtex-coloracio´, els ve`rtexs adjacents tenen colors diferents.
Els resultat de ‘paritat’ so´n tambe´ importants en altres a`rees de la teoria de
grafs. Considerem ara el problema d’haver d’acolorir amb tres colors les arestes
d’un graf G amb grau ma`xim 3. Aixo` es coneix com a aresta-coloracio´ lliure de
G. En particular, l’aresta-coloracio´ d’un graf cu´bic (o 3-regular), tambe´ anom-
enada Tait-coloracio´, correspon al cas en el qual arestes adjacents reben colors
diferents. Com veurem despre´s, si G e´s un graf planar, el problema de l’existe`ncia
de Tait-coloracions esta` relacionada amb el teorema de quatre colors (T4C). A me´s,
veurem que la construccio´ de grafs cu´bics que no poden ser Tait-acolorits porta a
l’a`lgebra booleana, la qual s’utilitza normalment per estudiar circuits lo`gics. Per
aixo`, introdu¨ım una generalitzacio´ natural del concepte de ‘color’, la qual descriu de
manera simple la coloracio´ (“0” o “1”) de qualsevol conjunt d’arestes o, de manera
me´s abstracta, de qualsevol famı´lia F de colors escollits entre tres colors diferents,
diguem-ne C = {1, 2, 3}. Parlant amb me´s precisio´, suposem que F esta` forma-
da per mi colors, i ∈ C, els quals es poden representar pel vector de coloracions
m = (m1,m2,m3). Aleshores, diem que F te´ una Boole-coloracio´ 0, denotada per
Ψ(F) = 0, si
m1 ≡ m2 ≡ m3 ≡ m (mod 2)
i diem que F te´ una Boole-coloracio´ 1 (o, me´s concretament, 1a), denotada per
Ψ(F) = 1(1a), si
ma + 1 ≡ mb ≡ mc ≡ m+ 1 (mod 2),
on a, b, c denoten els colors 1, 2, 3 en qualsevol ordre.
D’acord amb aquestes definicions, la Boole-coloracio´ d’una aresta e ∈ E amb
color a ∈ C e´s Ψ(e) = Ψ({a}) = 1a i la Boole-coloracio´ d’un ve`rtex v ∈ V , denotat
per Ψ(v), es defineix com la Boole-coloracio´ de les seves arestes incidents, les quals
poden tenir colors diferents o iguals. En aquest context, cal assenyalar els fets
segu¨ents:
• Si δ(v) = 1, aleshores Ψ(v) = 1a si i nome´s si l’aresta incident al ve`rtex v te´
color a ∈ C.
• Si δ(v) = 2, aleshores Ψ(v) = 0 si i nome´s si les dues arestes incidents al
ve`rtex v tenen el mateix color i Ψ(v) = 1 si tenen colors diferents.
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+ 0 1a 1b 1c
0 0 1a 1b 1c
1a 1a 0 1c 1b
1b 1b 1c 0 1a
1c 1c 1b 1a 0
Taula 1: El grup de Klein de les Boole-coloracions.
• Si δ(v) = 3, aleshores Ψ(v) = 0 si i nome´s si les tres arestes incidents al
ve`rtex v tenen tres colors diferents. Per tant, en una Tait-coloracio´ d’un graf
cu´bic, tots els seus ve`rtexs tenen Boole-coloracio´ 0.
A me´s, es pot definir una operacio´ suma de manera natural en el conjunt
B = {0,11,12,13} de Boole-coloracions de la manera segu¨ent: donades les co-
loracions X1, X2 representades respectivament pels vectors de coloracions m1 =
(m11,m12,m13) i m2 = (m21,m22,m23), definim la suma X = X1 + X2 com la
coloracio´ representada pel vector de coloracions m = m1 + m2. D’aquesta ma-
nera, (B,+) e´s isomorf al grup de Klein, amb 0 com a identitat, 1a + 1a = 0, i
1a + 1b = 1c; vegeu la taula 1.
Observem que, com que cada element coincideix amb el seu invers, m1i =
1i+1i+
m
· · · +1i e´s igual a 0 si m e´s parell i igual a 1i si m e´s senar. D’aquest simple
fet, podem deduir el resultat segu¨ent, el qual e´s molt u´til per al desenvolupament
posterior de la teoria i que pot ser vist com una generalitzacio´ de l’anomenat lema
de paritat (vegeu Isaacs [25]):
Sigui G un graf amb grau ma`xim 3 que tingui una aresta-coloracio´ lliure, tal
que ni ve`rtexs tinguin una Boole-coloracio´ 1i, per a i ∈ C. Aleshores,
n1 ≡ n2 ≡ n3 ≡ m (mod 2),
on m = n1 + n2 + n3.
En efecte, com que la Boole-coloracio´ de cada ve`rtex e´s la suma de les Boole-
coloracions de les seves arestes incidents i amb l’equacio´ (1), podem escriure
∑
v∈V
Ψ(v) =
3∑
i=1
ni1i + (n−m)0 =
3∑
i=1
ni1i =
∑
e∈E
2Ψ(e) = 0,
pero` aquesta igualtat nome´s es compleix si ni1i = 0 o ni1i = 1i, per a tot i ∈ C.
Aleshores, a partir de n1 + n2 + n3 = m, aconseguim el resultat esperat.
Notem que, com a consequ¨e`ncia directa, tambe´ arribem al segu¨ent resultat:
No hi ha cap aresta-coloracio´ d’un graf G que tingui un sol ve`rtex amb Boole-
coloracio´ 1 (i els altres ve`rtexs amb Boole-coloracio´ 0).
Una altra consequ¨e`ncia interessant e´s el resultat segu¨ent de Tait [31]:
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Figura 4: Un exemple del fet que tot mapa te´ un 3-graf associat.
X1 X2
X3
X1+X2
X1+X3 X2+X3
Figura 5: Obtencio´ d’una Tait-coloracio´ d’un 3-graf.
Un graf planar cu´bic e´s Tait-acolorible si i nome´s si el seu mapa corresponent
e´s 4-acolorible.
Emprant les Boole-coloracions, la demostracio´ e´s com segueix. Primer, observem
que tot mapa te´ un 3-graf associat: si hi ha un ve`rtex amb grau me´s gran que 3, es
pot substituir per un pol´ıgon, de manera que el mapa obtingut es pot acolorir amb
4 colors i, per tant, el mapa original tambe´ e´s 4-acolorible, vegeu-ne un exemple
a la figura 4. Ara suposem que tenim les regions d’un mapa amb les coloracions
0,11,12,13. Aleshores, per obtenir una Tait-coloracio´ d’un graf planar cu´bic nome´s
ens cal assignar a cada aresta la suma de les coloracions de les dues regions sepa-
rades per aquesta aresta. Per veure que aixo` do´na una Tait-coloracio´, nome´s hem
d’estudiar un ve`rtex, com es mostra a la figura 5. Com que tenim un mapa 4-
acolorit, cada dues regions ve¨ınes tenen colors diferents. Per tant, cap de les sumes
pot donar 0. A me´s, com que les tres regions amb un ve`rtex comu´ tenen coloracions
diferents X1, X2 i X3 i (B,+) e´s un grup, les coloracionsX1+X2, X1+X3 i X2+X3
tambe´ han de ser diferents.
A la figura 6 hi ha un exemple d’una 4-coloracio´ d’un mapa i la seva Tait-
coloracio´ (obtinguda a partir de la taula 1), on les coloracions 0,1a,1b i 1c es
denoten per 0, 1, 2 i 3, respectivament. Al reve´s, si volem obtenir un mapa 4-
acolorit d’una Tait-coloracio´ de les arestes del graf corresponent, comencem do-
nant la coloracio´ 0 a una regio´ qualsevol que considerarem inicial. Aleshores, des
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Figura 6: La 4-coloracio´ d’un mapa i la Tait-coloracio´ de les seves arestes.
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Figura 7: Una aresta-coloracio´ del graf del dodeca`edre (tambe´ representat a la figura 1)
i dos camins amb les mateixes regions inicial i final.
d’aqu´ı, seguim un camı´ arbitrari a trave´s de totes les regions travessant algunes
arestes. A cada nova regio´ del nostre camı´, li donem la coloracio´ obtinguda al
sumar la coloracio´ de la regio´ ‘anterior’ me´s la coloracio´ de l’aresta que acabem de
travessar. Com que cap aresta te´ la coloracio´ 0, e´s obvi que la coloracio´ obtingu-
da per a cada regio´ e´s diferent de la de la seva regio´ ‘anterior’ en el camı´; vegeu
un exemple d’aquest proce´s a la figura 7 (esquerra i centre). Ara, per acabar la
demostracio´, hem de veure que la coloracio´ d’una regio´ e´s independent del camı´
seguit per arribar-hi. Amb aquesta idea, siguin p1 i p2 dos camins amb les mateixes
regions inicial i final. Volem demostrar que la coloracio´ obtinguda a la regio´ final
e´s la mateixa seguint els dos camins, hi ha un exemple d’aquest fet a la figura 7
(centre i dreta). Aleshores, les coloracions X,Y obtingudes amb els dos camins so´n
iguals si, i nome´s si, la suma de les coloracions de totes les arestes creuades per
p1 i p2 e´s 0. En efecte, siguin X1, X2, . . . , Xn i Y1, Y2, . . . , Ym les coloracions de les
arestes creuades respectivament per p1 i p2; aleshores X1 +X2 + · · · +Xn = X i
Y1 + Y2 + · · · + Ym = Y . Si (X1 + X2 + · · · + Xn) + (Y1 + Y2 + · · · + Ym) = 0,
les sumes en tots dos pare`ntesis so´n iguals i, per tant, X = Y . Per demostrar
aquesta igualtat, podem suposar que p1 + p2 e´s una corba simple (vegeu la figu-
ra 8), perque` si tingue´s punts dobles podr´ıem descompondre-la en corbes simples.
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Figura 8: Dos camins des d’una regio´ 0 a una altra amb un color desconegut.
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Figura 9: Multipols.
Si imaginem que tallem el graf amb aquesta corba, obtindrem dos grafs, de ma-
nera que les coloracions de les arestes creuades per la corba han de complir que
n1 ≡ n2 ≡ n3 (mod 2), on ni e´s el nombre d’arestes creuades amb coloracio´ 1i.
Aleshores, (X1 +X2+ · · ·+Xn)+ (Y1 +Y2+ · · ·+Ym) = n1 11 +n2 12 +n3 13 = 0,
com afirma`vem.
Com hem dit abans, aquest tipus de coloracions ens permet utilitzar l’a`lgebra
booleana per construir i caracteritzar snarks, e´s a dir, grafs cu´bics que no so´n Tait-
acoloribles, tambe´ anomenats de classe dos. L’exemple me´s senzill d’snark e´s el graf
de Petersen (vegeu la figura 12). Amb el me`tode que hem explicat podem obtenir
famı´lies infinites d’snarks. Un exemple e´s la famı´lia obtinguda unint adequadament
un nombre senar de co`pies del multipol (graf cu´bic amb arestes i semiarestes o
dangling edges) que es mostra a la figura 9(esquerra).
Aquesta estructura funciona com si fos una porta NOD de circuits lo`gics en
el sentit que, una vegada que Tait-acolorim les seves arestes i semiarestes, les co-
loracionsX1 i X2 so´n una la conjugada de l’altra, e´s a dir, X2 = 0 (respectivament,
X2 = 1) si i nome´s si X1 = 1 (respectivament, X1 = 0). Aixo` es compleix sigui
quin sigui el color de la semiaresta e. Dos exemples d’aquest fet es mostren a
la figura 9(centre i dreta). Si, com hem esmentat, unim en un cercle tancat un
nombre senar d’aquests multipols, afegint ve`rtexs addicionals per connectar entre
si les semiarestes e, qualsevol intent de Tait-acolorir el graf produira` un conflicte i,
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Figura 10: Flower snark.
per tant, el graf e´s un snark. Un exemple concret amb cinc multipols es troba a la
figura 10.
Aquesta famı´lia d’snarks, anomenada en angle`s flower snark, va ser proposada
per Loupekhine (vegeu Isaacs [26]). Les primeres famı´lies infinites d’snarks van
ser proposades per Isaacs [25], pero` tambe´ es poden obtenir utilitzant les Boole-
coloracions. Es poden trobar me´s detalls d’aquesta te`cnica a Fiol [12].
3 Coneguts i desconeguts: la teoria de Ramsey
Considerem el resultat segu¨ent:
En una festa amb sis persones o me´s, sempre hi ha tres persones que so´n
mu´tuament conegudes o desconegudes entre elles.
En altres paraules, si acolorim amb dos colors les arestes del graf complet Kn
amb n ≥ 6 (e´s a dir, assignem un dels dos colors a cada aresta), aleshores sempre
conte´ un triangle monocroma`tic, o sigui, un subgraf K3 amb les seves tres arestes
del mateix color. Aixo` es pot demostrar fa`cilment, malgrat que demostrar resul-
tats similars amb me´s colors i/o imposant altres subgrafs monocroma`tics pot ser
molt dif´ıcil. Recordem que, donats m grafs G1, G2, . . . , Gm, el nombre de Ramsey
R(G1, G2, . . . , Gm) es defineix com el nombre n me´s petit, tal que en qualsevol
aresta-coloracio´ de Kn amb m colors, sempre existeix algun subgraf monocroma`tic
isomorf a algun Gi. Si Gi e´s un graf complet Kr, el nombre de Ramsey s’escriu,
per simplicitat, substituint Kr per r. Alguns exemples coneguts amb valors exactes
(=) i fites (≤) de nombres de Ramsey so´n els segu¨ents:
R(3, 3) = 6, R(3, 4) = 9, R(3, 5) = 14, R(3, 6) = 18, R(4, 4) = 18, R(4, 5) = 25,
43 ≤ R(5, 5) ≤ 49; R(3, 3, 3) = 17; 51 ≤ R(3, 3, 3, 3) ≤ 62.
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Figura 11: El graf de Clebsch en dues perspectives diferents.
Aix´ı, el resultat amb el qual hem comenc¸at aquesta seccio´ es pot expressar com
R(3, 3) ≤ 6. Com que es pot demostrar que, a me´s, es compleix que R(3, 3) ≥ 6
(resulta fa`cil acolorir amb dos colors les arestes del graf complet K5 de manera que
no hi hagi triangles monocroma`tics), aleshores arribem a R(3, 3) = 6. Per a un bon
resum actualitzat d’aquest tema, vegeu l’article de Radziszowski [30].
Com a exemple, demostrarem que R(3, 3, 3) = 17. Primer veurem que R(3, 3, 3)
≤ 17. Fem una aresta-coloracio´ d’un graf complet amb tres colors; diguem-ne blau,
vermell i verd. Suposem que l’aresta-coloracio´ no te´ triangles monocroma`tics. Els
ve¨ınatge verd d’un ve`rtex v e´s el conjunt de ve`rtexs que tenen una aresta verda
que els uneix a v. El ve¨ınatge verd de v no pot contenir cap aresta verda per evitar
triangles monocroma`tics. Aleshores, l’aresta-coloracio´ del ve¨ınatge verd de v nome´s
te´ dos colors: blau i vermell. Com que R(3, 3) = 6, el ve¨ınatge verd de v pot tenir
com a ma`xim 5 ve`rtexs. Amb el mateix raonament, els ve¨ınatges blau i vermell de
v poden tenir com a ma`xim 5 ve`rtexs cadascun. Com que qualsevol ve`rtex diferent
de v esta` en el ve¨ınatge verd, blau o vermell de v, aleshores el graf complet pot
tenir com a ma`xim 1 + 5 + 5 + 5 = 16 ve`rtexs. Per tant, R(3, 3, 3) ≤ 17.
Ara, per demostrar que R(3, 3, 3) ≥ 17, utilitzarem la teoria algebraica de grafs,
la qual es basa en les propietats dels valors propis i vectors propis de la matriu d’ad-
jace`ncia. Si R(3, 3, 3) ≥ 17, aleshores podem acolorir les arestes del graf complet
K16 amb tres colors, e´s a dir, farem una aresta-coloracio´ de K16 amb 3 colors sense
cap triangle monocroma`tic. L’aresta-coloracio´ demanada e´s equivalent a descom-
pondreK16 en tres grafsG1, G2 i G3, cadascun amb un color. Aixo` implica que cada
Gi, i = 1, 2, 3, ha de ser un graf amb 16 ve`rtexs, regular de grau 5 i sense triangles.
Com que hi ha 20 camins de longitud 2 des de cada ve`rtex, la primera possibilitat
que ens ve al cap e´s considerar un graf en el que dos ve`rtexs no-adjacents qualssevol
tenen 2 ve¨ıns comuns. En altres paraules, un graf fortament regular amb 0 ve¨ıns
comuns de ve`rtexs adjacents i 2 ve¨ıns comuns de ve`rtexs no-adjacents.
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Figura 12: El graf de Petersen P .
Hi ha nome´s un graf amb aquestes caracter´ıstiques, el graf de Clebsch, el qual
es mostra en dues perspectives diferents a la figura 11. A l’esquerra, hi ha el graf
de Clesbch amb els ve`rtexs etiquetats amb els nombres del 0 al 15 en base 2, on
dos ve`rtexs so´n adjacents quan les etiquetes corresponents difereixen en un o tots
quatre d´ıgits. A la dreta, hi ha el graf de Clebsch vist com el graf amb ve`rtexs
etiquetats 0, i i els parells no-ordenats ij, amb i, j ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, per a i 6= j.
En aquesta representacio´, les adjace`ncies ara so´n 0 ∼ i, ij ∼ i, ij ∼ j i ij ∼ kl
si i, j, k, l so´n tots diferents i i, j, k, l ∈ {1, 2, 3, 4, 5}. De fet, el graf de Clebsch e´s
ve`rtex-transitiu (e´s a dir, veiem el mateix graf des de qualsevol ve`rtex), de manera
que qualsevol ve`rtex pot ser escollit com a ve`rtex 0. Observem que, en aquesta
perspectiva del graf de Clebsch, e´s evident que el subgraf indu¨ıt pels deu ve`rtexs a
dista`ncia 2 (de qualsevol ve`rtex donat del graf de Clebsch) e´s el graf de Petersen
P [28]; compareu les figures 11 (a la dreta) i 12.
Aleshores, el nostre problema e´s trobar tres co`pies aresta-disjuntes del graf de
Clebsch en K16. Per aixo`, presentem la terminologia segu¨ent: sigui Gi = (V,Ei)
una famı´lia de grafs amb el mateix conjunt de ve`rtexs V i tal que Ei ∩ Ej = ∅,
per a i, j = 1, 2, . . . ,m. Definim el graf G =
⋃m
i=1 Gi com el graf G = (V,E),
on E =
⋃m
i=1 Ei. Notem que la matriu d’adjace`ncia (matriu amb files i columnes
etiquetades pels ve`rtexs del graf, amb un 1 o un 0 a cada component segons si els
ve`rtexs corresponents so´n adjacents o no) satisfa` A(G) =
∑m
i=1 A(Gi).
Si denotem amb Cli un graf isomorf al graf de Clebsch, el nostre problema ara
e´s el segu¨ent: K16 = Cl1 ∪Cl2 ∪Cl3? En termes de les seves matrius d’adjace`ncies
Ai = A(Cli), tenim
A1 + A2 + A3 = J − I, (5)
ja que la matriu d’adjace`ncia de K16 e´s J − I, on J e´s la matriu en la que totes
les components so´n 1 i I e´s la matriu identitat.
Ara utilitzem te`cniques espectrals per tractar l’equacio´ (5). Recordem que l’es-
pectre d’una matriu d’adjace`ncia do´na els valors propis d’aquesta matriu (valors
reals, ja que la matriu e´s sime`trica) i que cada valor propi te´ associat almenys un
vector propi. Ara ens cal saber quins so´n els espectres del graf de Clebsch i de la
matriu J − I. Podem calcular-los o mirar-los en algun llibre de refere`ncia, com el
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Figura 13: K16/3 = graf de Clebsch.
de Godsil i Royle [22]. Aleshores, tenim que spAi = {51, 110,−35} i sp(J − I) =
{151,−115}, on els super´ındexs indiquen la multiplicitat de cada valor propi. En
els dos casos, el valor propi me´s gran te´ associat el vector propi j (amb totes les
components iguals a 1), cosa que implica que els vectors propis dels altres valors
propis estan en el subespaiH = j⊥. Considerem ara F = ker(A1−I)∩ker(A2−I) ⊂
H . Com que dim(ker(A1−I)) = dim(ker(A2−I)) = 10 i dimH = 15, es compleix
que dimF ≥ 5. De l’equacio´ (5), amb A1v = v, A2v = v i (J − I)v = −v, on
v ∈ F , obtenim que A3v = −3v, de manera que dimF = 5 i F = ker(A3 + 3I).
Aixo` implica que
H = F1 ∪ F2 ∪ F3,
on dimFi = 5 i, per a tot v ∈ Fi, Ai(v) = −3v, Aj(v) = v, per a i, j = 1, 2, 3 i
j 6= i.
Aixo` ens indica que pot existir la descomposicio´ demanada de K16. Una de les
dues possibles construccions s’il.lustra a la figura 13, la qual mostra com acolorir
un terc¸ de les arestes de K16 amb un color utilitzant el graf de Clebsch. Fent una
rotacio´ d’aquest graf corresponent als angles 2pi15 i
4pi
15 , obtenim les arestes que han
de ser acolorides amb els altres dos colors; amb aixo` aconseguim R(3, 3, 3) = 17.
En el cas de voler evitar triangles monocroma`tics tenint me´s de tres colors,
nome´s es coneixen fites. Per definicio´, sigui C(m) := R(3, 3, m. . ., 3)− 1 per a m ≥ 1,
e´s a dir, C(m) e´s l’enter me´s gran n tal que Kn pugui ser acolorit amb m colors
sense triangles monocroma`tics. La segu¨ent fita superior e´s coneguda:
C(m) ≤ bm! ec,
vegeu Fiol, Garriga i Yebra [18]. Fixem-nos que, de manera sorprenent, apareix el
nombre e. La demostracio´ e´s com segueix: o`bviament, C(1) = R(3)−1 = 2 i sabem
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que C(2) = R(3, 3)− 1 = 5 i C(3) = R(3, 3, 3)− 1 = 16. Si calculem C(3) a partir
de C(2), considerant que un ve`rtex v e´s adjacent a 6 + 5 + 5 ve`rtexs, obtenim que
C(3) ≤ 3C(2) + 1 = 16. Per induccio´, tenim la recurre`ncia
C(m+ 1) ≤ (m+ 1)C(m) + 1 (m ≥ 1).
Resolem l’equacio´ lineal corresponent
D(m+ 1) = (m+ 1)D(m) + 1,
resolent primer la seva equacio´ homoge`nia:
D(m+ 1) = (m+ 1)D(m)⇒ D(m) = Km!,
onK e´s una constant, i aleshores busquem una solucio´ particularD(m) = K(m)m!
de l’equacio´ completa:
K(m+ 1)(m+ 1)! = (m+ 1)K(m)m! + 1 ⇒ K(m+ 1)−K(m) =
1
(m+ 1)!
⇒ K(m) =
m∑
r=1
1
r!
+ α ⇒ D(m) = m!
(
m∑
r=1
1
r!
+ α
)
,
on α e´s una constant. Finalment, C(1) = D(1) = 2 do´na α = 1, de manera que
C(m) ≤ bm! ec.
En els exemples que hem esmentat al comenc¸ament d’aquesta seccio´, hem vist
que 51 ≤ R(3, 3, 3, 3) ≤ 62. Amb la fita proposada, obtenim que C(4) ≤ b4! ec = 65,
cosa que representa una bona fita superior, no molt distant de la fita coneguda.
4 Amics en comu´: dista`ncia-regularitat i teoria de codis
Com diuen Aigner i Ziegler en el seu llibre [1], ningu´ sap qui va ser el primer en
donar el resultat segu¨ent amb un toc huma`:
Si en una festa amb tres persones o me´s, cada dues tenen exactament un amic
en comu´, aleshores hi ha almenys una persona (el ‘pol´ıtic’) que e´s amiga de
tothom.
Actualment, aquest resultat es coneix amb el nom de teorema de l’amistat. Com
s’ha dit en la introduccio´, el 1966 Erdo˝s, Re´nyi i So´s [8] van donar la primera
demostracio´ (per reduccio´ a l’absurd) i es considera la me´s famosa. Ba`sicament, te´
dues parts: primer es demostra que si el graf G, que modelitza aquesta festa on cada
aresta representa l’amistat o coneixenc¸a entre dues persones, e´s un contraexemple
amb me´s de tres ve`rtexs, aleshores ha de ser regular, diguem-ne de grau k. Com a
consequ¨e`ncia, G ha de ser fortament regular amb para`metres (n, k; 1, 1), e´s a dir,
cada dos ve`rtexs adjacents tenen exactament un ve´ı comu´ i el mateix passa per
a cada dos ve`rtexs no-adjacents. Despre´s, utilitzem de nou la teoria espectral de
grafs per demostrar que G no pot existir. De fet, l’hipote`tic graf G seria un exemple
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Figura 14: Una particio´ en capes del graf del cub Q i el seu diagrama d’interseccio´.
de graf dista`ncia-regular, en aquest cas amb dia`metre dos. Diem que un graf e´s
dista`ncia-regular si, quan e´s observat o ‘penjat’ d’un dels seus ve`rtexs, obtenim una
particio´ del conjunt de ve`rtexs en capes, on la capa i conte´ els ve`rtexs a dista`ncia i
d’un ve`rtex donat i els ve`rtexs en una capa so´n indistingibles respecte de les seves
adjace`ncies. Una definicio´ me´s precisa e´s la segu¨ent: un graf G amb dia`metre D
e´s dista`ncia-regular si, per a cada parell de ve`rtexs (u, v) i enters 0 ≤ i, j ≤ D,
el nombre pij(u, v) de ve`rtexs a dista`ncia i del ve`rtex u i a dista`ncia j del ve`rtex
v nome´s depe`n de k := dist(u, v), aleshores escrivim pij(u, v) = p
k
ij per a unes
constants pkij anomenades nombres d’interseccio´. De fet, degut a que es compleixen
moltes relacions entre aquests nombres, e´s possible donar una definicio´ molt me´s
senzilla, perque` per a cada dista`ncia k nome´s ens calen els parells de dista`ncies
(i, j) = (k − 1, 1), (k, 1) i (k + 1, 1). Els nombres d’interseccio´ corresponents so´n
suficients per determinar tots els altres, vegeu, per exemple Biggs [3]. Aleshores,
la definicio´ me´s usual de dista`ncia-regularitat e´s: un graf G e´s dista`ncia-regular si,
per a cada parell de ve`rtexs u, v a dista`ncia dist(u, v) = k, els nombres ck, ak i bk
de ve`rtexs adjacents a v i a dista`ncia k − 1, k i k + 1, respectivament, del ve`rtex
u nome´s depe`n de k, de manera que ck = p
k
k−1,1, ak = p
k
k,1 i bk = p
k
k+1,1. Com
a exemples simples de grafs dista`ncia-regulars, tenim els 1-esquelets dels pol´ıedres
regulars; vegeu de nou la figura 1. A la figura 14, il.lustrem el cas de la particio´
en capes del graf del cub juntament amb l’anomenat diagrama d’interseccio´ dels
corresponents nombres d’interseccio´. Noteu que cada capa es representa per un
cercle amb el nombre de ve`rtexs que conte´.
Des de la seva definicio´ feta per Biggs al comenc¸ament dels anys 70, els grafs
dista`ncia-regulars, i la seva principal generalitzacio´ anomenada esquemes d’asso-
ciacio´ (vegeu Brouwer i Haemers [7]), han estat conceptes claus en combinato`ria
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algebraica. Aquests grafs tenen relacio´ amb altres a`rees de la matema`tica, com la
geometria, la teoria de codis, la teoria de grups, la teoria del disseny i altres parts
de la teoria de grafs. Com van assenyalar Brouwer, Cohen i Neumaier en el seu
llibre sobre aquest tema [6], aixo` e´s degut a que la majoria d’objectes finits amb
‘prou’ regularitat estan relacionats amb els grafs dista`ncia-regulars.
Una caracteritzacio´ quasi-espectral d’aquests grafs feta per Fiol i Garriga [16,
14] e´s la segu¨ent:
Un graf regular G amb matriu d’adjace`ncia A i d+ 1 valors propis diferents
e´s dista`ncia-regular si i nome´s si el nombre |Γd(u)| de ve`rtexs a dista`ncia d
del ve`rtex u e´s una constant i nome´s depe`n de l’espectre de la matriu A.
Me´s concretament, considerem un graf regular G amb n ve`rtexs i espectre spG =
{λ10, λ
m1
1 , . . . , λ
md
d }, on λ0, λ1, . . . , λd so´n els valors propis de la matriu A i els
super´ındexs denoten les seves multiplicitats; λ0 e´s simple perque` G e´s connex i, per
tant, A e´s irreductible. Aleshores, G es dista`ncia-regular si i nome´s si es compleix
que, per a tot ve`rtex u,
|Γd(u)| = n
(
d∑
i=0
pi20
mipi2i
)−1
, (6)
on pii so´n para`metres de tipus moment, els quals es poden calcular a partir de
la dista`ncia entre els valors propis amb la fo´rmula pii =
∏d
j=0(j 6=i) |λi − λj |, per
a 0 ≤ i ≤ d. Com a exemples, donem l’espectre, el nombre de ve`rtexs i el valor
obtingut de |Γd(u)| segons (6) del graf del cub Q i del graf de Petersen P ; vegeu
de nou les figures 14 i 12, respectivament:
• Cub: spQ = {31, 13,−13, 31}, n = 8, |Γ3(u)| = 1.
• Petersen: spP = {31, 15,−24}, n = 10, |Γ2(u)| = 6.
Com hem dit abans, la teoria de grafs dista`ncia-regulars te´ moltes aplicacions
en teoria de codis. Un codi C, amb un conjunt de paraules permeses o paraules-codi,
es pot representar com un subconjunt de ve`rtexs d’un graf G que normalment e´s
dista`ncia-regular; vegeu Godsil [21] i van Lint [32]. El conjunt de ve`rtexs representa
l’‘univers’ de paraules amb o sense significat que es poden rebre. A me´s, hi ha una
aresta entre dues paraules si, amb un certa probabilitat, una es pot transformar en
l’altra en el proce´s de transmissio´. Aleshores, com me´s curta e´s la dista`ncia entre
dues paraules en G, me´s semblants so´n. Si una paraula-codi no ha sofert molts can-
vis, la paraula resultant no esta` lluny de la paraula original i e´s possible recuperar-la
(criteri de decisio´ per proximitat). Aleshores, un codi e´s millor si les paraules que
el constitueixen estan lluny entre si. En l’estudi i dissenys de bons codis, s’utilitzen
algunes te`cniques algebraiques per obtenir informacio´ sobre l’estructura del graf G
i, en particular, sobre el subconjunt de ve`rtexs C que representa el codi. En les
aplicacions d’especial importa`ncia hi ha els anomenats codis completament regu-
lars, els grafs dels quals estan estructurats en una mena de dista`ncia-regularitat
al voltant del conjunt que constitueix el codi. Aleshores, aquests codis es poden
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Figura 15: L’esquema d’interconnexio´ multibu´s complet.
caracteritzar algebraicament d’una manera similar a la caracteritzacio´ dels grafs
dista`ncia-regulars a trave´s del seu espectre; vegeu Fiol i Garriga [17] per a me´s
informacio´.
5 Casaments: els teoremes de Hall i de Menger. Xarxes
multibu´s
Imaginem dos grups de persones heterosexuals disposades a casar-se, un de dones
i l’altre d’homes, el segon almenys tan gran com el primer. Imaginem tambe´ que
cada dona coneix un cert nombre d’homes. El teorema de les noces de Hall do´na
les condicions necessa`ries i suficients perque` cada dona pugui casar-se amb un dels
homes que coneix:
Un aparellament complet e´s possible si i nome´s si qualsevol grup de dones,
independentment del seu nombre, coneix almenys un nombre igual d’homes.
Curiosament, el teorema de Hall esta` molt relacionat amb un altre resultat cla`ssic
de la teoria de grafs: el teorema de Menger; vegeu, per exemple, Bolloba´s [5]. Com
en el cas del teorema de Hall, el teorema de Menger afirma que una certa condicio´,
la qual e´s trivialment necessa`ria per a que un resultat sigui cert, e´s tambe´ suficient.
En aquest cas, el resultat no e´s sobre aparellaments, sino´ sobre la connectivitat
κ (o l’aresta-connectivitat λ) d’un graf, la qual es defineix com la cardinalitat
mı´nima d’un conjunt de ve`rtexs (o d’arestes) l’eliminacio´ del qual desconnectaria
el graf. A aquest conjunt se l’anomena conjunt de tall o conjunt separador de
(u, v). Aleshores, el teorema de Menger afirma que, per a cada parell de ve`rtexs
u, v (no-adjacents, si calculem κ):
La mida mı´nima d’un conjunt separador (de ve`rtexs o arestes) (u, v) e´s igual
al ma`xim nombre de camins independents (en ve`rtexs o arestes) de u a v.
S’ha demostrat que la connectivitat (o aresta-connectivitat) d’un graf o digraf
(graf en el qual cada aresta te´ associada una direccio´) assoleix el seu valor ma`xim,
el qual e´s igual al seu grau mı´nim, si el seu dia`metre e´s prou petit respecte del seu
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Esquema ro`mbic
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
7 7 7 7 7 7 7 7 7
6 6 6 6 6 6 6 6 6
5 5 5 5 5 5 5 5 5
4 4 4 4 4 4 4 4 4
3 3 3 3 3 3 3 3 3
2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
Taula 2: Representacio´ matricial de l’esquema ro`mbic amb M = 16 i B = 8 (les compo-
nents indiquen els busos connectats a mo`duls de memo`ria).
coll (vegeu Fa`brega i Fiol [11]) o si el seu nombre de ve`rtexs e´s prou gran respecte
del seu dia`metre (vegeu Fiol [13]).
Els dos teoremes esmentats, el de Hall i el de Menger, tenen moltes aplicacions
en l’estudi i el disseny de les xarxes d’interconnexio´ (per exemple, entre proces-
sadors) i en xarxes de comunicacio´. Aqu´ı expliquem una aplicacio´ del teorema de
Hall a l’estudi de les xarxes d’interconnexio´ multibu´s: un sistema de multiproces-
sadors amb memo`ria compartida i xarxes d’interconnexio´ multibu´s consisteix en P
processadors, B busos i M mo`duls de memo`ria amb B ≤ min{P,M}. Els proces-
sadors tenen acce´s als mo`duls de memo`ria a trave´s dels busos, de manera que podem
establir connexions processadors-busos i busos-memo`ries. Per tant, hi ha m ≤ M
requeriments dels processadors per accedir als diferents mo`duls de memo`ria. Com
que cada connexio´ processador-memo`ria requereix un bus, si m ≤ B caldran m bu-
sos; en canvi, si m > B, aleshores caldran B busos. En l’esquema complet (vegeu la
figura 15), cada bus es connecta a totes les memo`ries i a tots els processadors. Aixo`
representa B(P +M) connexions i, normalment, e´s un estalvi important respecte
la xarxa creuada (crossbar) amb PM connexions, una connexio´ entre cada parell
processador-memo`ria.
Com que el cost de la xarxa depe`n ba`sicament del nombre de connexions, con-
siderem la redunda`ncia d’aquest esquema, e´s a dir, quin e´s el ma`xim nombre de
connexions que es poden eliminar sense que el sistema es degradi? En altres pa-
raules, quants dels m ≤ B processadors poden tenir acce´s a qualsevol dels m mo`duls
de memo`ria diferents? La resposta e´s que el ma`xim nombre de connexions redun-
dants e´s B(B−1). Aquest valor s’obte´ de les anomenades topologies mı´nimes com,
per exemple, la topologia ro`mbica (taula 2) i la d’escala (taula 3). Es poden trobar
me´s detalls en Fiol, Valero, Yebra i Lang [19] i en Lang, Valero i Fiol [27]. En aquest
context, el teorema de Hall s’utilitza per donar una caracteritzacio´ de les topologies
d’interconnexio´ que eviten la degradacio´ del sistema, com en el cas esmentat de les
topologies completa i mı´nima:
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Esquema d’escala
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
7 7 7 7 7 7 7 7 7
6 6 6 6 6 6 6 6 6
5 5 5 5 5 5 5 5 5
4 4 4 4 4 4 4 4 4
3 3 3 3 3 3 3 3 3
2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
Taula 3: Representacio´ matricial de l’esquema d’escala amb M = 16 i B = 8 (les
components indiquen els busos connectats a mo`duls de memo`ria).
Un sistema multibu´s no pateix degradacio´ si i nome´s si qualsevol dels p ≤ B
parells disjunts de processador-memo`ria estan connectats a un conjunt d’al-
menys p busos.
La demostracio´ e´s com segueix. Per a cada bus i, 0 ≤ i ≤ B − 1, siguin pi i
mi, respectivament, el nombre de processadors i de memo`ries que te´ connectats.
Ana`logament, siguin pi i mi els corresponents nombres de processadors i memo`ries
desconnectats. Evidentment, pi+pi = P i mi+mi =M . El resultat anterior afirma
que, en un sistema no degradat, cada bus i es pot desconnectar de, com a ma`xim,
B − 1 processadors o memo`ries, e´s a dir, pi +mi = B − 1 per a 0 ≤ i ≤ B − 1.
Pero` tambe´ podem dir que cada bus ha de tenir me´s de P +M −B connexions, de
manera que pi +mi > P +M −B per a 0 ≤ i ≤ B − 1. Suposem que, al contrari,
per a cada bus i, tenim pi + mi ≥ B. Siguin k1, k2, . . . , ky amb y ≤ Pi ≤ P i
j1, j2, . . . , jx amb x ≤ mi ≤M , respectivament, els processadors i les memo`ries no
connectades al bus i. Notem que x+ y = B. Considerem ara x altres processadors
ky+1, ky+2, . . . , ky+x i y altres memo`ries jx+1, jx+2, . . . , jx+y, com a la figura 16.
Sigui (k, j) la demanda del processador k per accedir a la memo`ria j. Cap de les
B demandes
(k1, jx+1), (k2, jx+2), . . . , (ky , jx+y), (ky+1, j1), (ky+2, j2), . . . , (ky+x, jx)
no pot utilitzar el bus i i aixo` significa que el sistema es degrada.
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j1 j2 jx jx+1 jx+2 jx y+
Bus i
ky+1 ky+2 ky x+ k1 k2 ky
Figura 16: Part d’un sistema que es degrada.
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